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2. martingaly

1. definice martingalu, kritérium pro indexové množiny N,N0,−N,Z
2. vlastnosti Poissonova procesu

1. Bud’ (Xn, n ∈ N) posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin a (Fn, n ∈ N) taková
filtrace, že σ(Xn) ⊆ Fn ⊥⊥ σ(Xn+1). Označme Sn ,

∑n
k=1Xk. Ukažte, že

(a) Sn , Sn − nE[X1] je Fn-martingal, pokud X1 ∈ L1.

(b) Vn , S2
n − n var(X1) je Fn-martingal, pokud X1 ∈ L2.

(c) E (α)
n , exp{αSn − βn} je Fn-martingal, pokud β , lnEeαX1 ∈ R a α ∈ R.

2. Bud’ W = (Wt, t ≥ 0) Wiener̊uv proces. Ukažte, že procesy Wt, Vt , W 2
t −t, E

(α)
t , exp{αWt− 1

2
α2t}

jsou FWt -martingaly pro α ∈ R (či C).

3. Necht’ N = (Nt, t ≥ 0) je Poisson̊uv proces s intenzitou λ > 0. Ukažte, že

(a) Mt , Nt − λt je FNt -martingal

(b) Vt , M2
t − λt je FNt -martingal

(c) E (α)
t , exp{αNt − βt} je FNt -martingal pro vhodné β ∈ R.

4. Pólyovo urnové schéma. Uvažujte urnu, ve které je na počátku v čase n = 0 umı́stěno celkem b b́ılých
a c černých kuliček. V každém časovém intervalu (n − 1, n) jednou vytáhneme náhodně vybranou
kuličku z urny a vrát́ıme ji zpět spolu s daľśımi celkem z kuličkami stejné barvy. Ukažte, že relativńı
počet kuliček b́ılé barvy v urně je martingal.

5. Necht’ (Xn, n ∈ N) je posloupnost náhodných veličin takových, že (X1, · · · , Xn) má kladnou hustotu
fn : Rn → (0,∞). Dále předpokládejme, že je dán konzistentńı systém1 hustot gn, n ∈ N. Ukažte, že
proces

Tn , gn(X1,··· ,Xn)
fn(X1,··· ,Xn)

je σ(X1, · · · , Xn)-martingal.

6. Bud’ (Fn, n ∈ N0) je filtrace na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ) a (Qn)∞n=0 konzistentńı
systém Fn-pravděpodobnostńıch měr, tj. Qn|Fn−1 = Qn−1, n ∈ N, takových, že Qn << P |Fn, n ∈ N0.
Ukažte, že Xn , dQn

dP |Fn
je Fn-martingal.

7. Necht’ Xn : (Ω,A) → (Sn,Sn), n ∈ N je posloupnost náhodných veličin. Bud’ P pravděpodobnostńı
mı́ra na (Ω,A). Bud’ dále νn, n ∈ N konzistentńı posloupnost pravděpodobnmostńıch měr2 takových,
že νn << PX1,...,Xn =: µn. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě ukažte, že následuj́ıćı věrohodnostńı
poměr Tn = dνn

dµn
(X1, . . . , Xn) mezi H1 : (X1, . . . , Xn)T ∼ νn a mezi H0 : (X1, . . . , Xn)T ∼ µn je

σ(X1, . . . , Xn)-martingal za platnosti nulové hypotézy H0.

8. Bud’ (Xn, n ∈ N) posloupnost nezávislých stejně rozdělených integrovatelných náhodných veličin.
Ukažte, že proces (Zm,m ∈ −N) je martingal, kde

Z−n = Xn = 1
n

∑n
k=1Xk.

1. Bud’ (Ω,A, P ). Systém (Ft, t ∈ T ), kde Ft ⊆ A, t ∈ T ⊆ R, sub-σ-algeber A nazveme filtraćı, pokud
Fs ⊆ Ft plat́ı kdykoli s ≤ t, s, t ∈ T.

2. Proces (Xt, t ∈ T ) pak nazveme Ft-martingalem, pokud pro každé s, t ∈ T takové, že s ≤ t plat́ı

E[Xt|Fs] =
sj
Xs ∈ L1(Ω,Fs, P |Fs).

3. Je-li nav́ıc T = N,N0,−N,Z, pak nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou je, aby

E[Xn+1|Fn] =
sj
Xn ∈ L1(Ω,Fn, P |Fn)

platilo pro každé n ∈ Z takové, že n, n+ 1 ∈ T.

1Tj.
∫
gn+1(x, ξ) dξ = gn(x) plat́ı pro sv. x ∈ Rn.

2Tj. νn je marginálńı mı́ra νn+1 odpov́ıdaj́ıćı prvńım n-souřadnićım.


