Cviceni z teorie pravdépodobnosti 2
2. martingaly

1. definice martingalu, kritérium pro indexové mnoziny N, Ny, —N, Z
2. vlastnosti Poissonova procesu

1. Bud (X,,n € N) posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velicin a (F,,,n € N) takova
filtrace, ze 0(X,,) C F,, 1L 0(Xn41). Oznacme S, = > iy X Ukazte, ze

(a) Sp, £ S, —nE[X]] je F,-martingal, pokud X; € L;.
(b) V,, £ S2 — nvar(X,) je Fr-martingal, pokud X; € L.
(c) A exp{aS, — An} je Fp-martingal, pokud 3 £ In Ee®® € R a o € R.

2. Bud W = (W,,t > 0) Wieneruv proces. Ukazte, ze procesy W, V, & W2 —t, g2 exp{aW, —3 ot}
jsou F}V-martingaly pro a € R (¢i C).

3. Necht N = (N, t > 0) je Poissonuv proces s intenzitou A > 0. Ukazte, ze

(a) M; & N; — Mt je FN-martingal
(b) V; & M? — M je FN-martingal
(c) gl £ exp{alN; — Bt} je FN-martingal pro vhodné 3 € R.

4. Pélyovo urnové schéma. Uvazujte urnu, ve které je na pocatku v case n = 0 umisténo celkem b bilych
a ¢ ¢ernych kulicek. V kazdém casovém intervalu (n — 1,n) jednou vytdhneme ndhodné vybranou
kulicku z urny a vratime ji zpét spolu s dalsimi celkem z kulickami stejné barvy. Ukazte, ze relativni
pocet kulicek bilé barvy v urné je martingal.

5. Necht’ (X,,,n € N) je posloupnost ndhodnych veli¢in takovych, ze (X, --- , X, ) mé kladnou hustotu
fn : R™ — (0, 00). Déle predpoklddejme, Ze je dan konzistentni systém! hustot g,,n € N. Ukazte, Ze

proces
T AL gn(le'“ 7Xn)

n = F (X1, Xn) je o(Xy,---,X,)-martingal.

6. Bud (F,,n € Ny) je filtrace na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) a (Q,)>2, konzistentn{
systém F,-pravdépodobnostnich mér, tj. Q,|F,—1 = Q,—1,n € N, takovych, ze Q,, << P|F,,n € Ny.

Ukazte, 7e X,, £ d‘jf‘);n je Fp-martingal.

7. Necht' X, : (2, A4) — (Sn,S,),n € N je posloupnost ndhodnych veli¢cin. Bud P pravdépodobnostn{
mira na (2, A). Bud dale v,,n € N konzistentn{ posloupnost pravdépodobnmostnich mér? takovych,
ze v, << Px, . x, =t p,. Podobné jako v pfedchozim piipadé ukazte, ze nésledujici vérohodnostni
pomér T, = SZZ (X1,...,X,) mezi Hy : (Xq,...,X,)" ~ v, amezi Hy : (Xq,...,X,)" ~ p, je
o(Xi,...,X,)-martingal za platnosti nulové hypotézy H.

8. Bud (X,,n € N) posloupnost nezavislych stejné rozdélenych integrovatelnych ndhodnych velicin.
Ukazte, ze proces (Z,,,m € —N) je martingal, kde

Zo=X, =13 X

1. Bud (9,4, P). Systém (F;,t € T), kde F; C A,t € T C R, sub-c-algeber A nazveme filtraci, pokud
Fs C F; plati kdykoli s <, s,t €T.

2. Proces (X;,t € T') pak nazveme F;-martingalem, pokud pro kazdé s,t € T takové, ze s < ¢ plati
E[X;|F] £ X, € Ly(Q, F,, P|F,).
3. Je-li navic T' = N, Ny, —N, Z, pak nutnou a postacujici podminkou je, aby
E[Xp1|F) £ X, € Li(Q, Fr, P|F)
platilo pro kazdé n € Z takové, ze n,n+ 1€ T.

'Tj. [ gnti1(z, &) dé = gn(z) plati pro sv. z € R™.
2Tj. vy, je marginalni mira v, odpovidajici prvnim n-soufadnicim.



